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Cet article est le troisie`me d’une se´rie de trois articles consacre´s aux
images directes d’isocristaux : ici nous conside´rons des isocristaux surconver-
gents avec structure de Frobenius.
Pour un morphisme propre et lisse relevable nous e´tablissons la surconver-
gence des images directes, graˆce a` des rele`vements du Frobenius et au premier
article. Ce re´sultat re´pond partiellement a` une conjecture de Berthelot sur la
surconvergence des images directes des F -isocristaux surconvergents par un
morphisme propre et lisse.
Abstract
This article is the third one of a series of three articles devoted to direct
images of isocrystals : here we consider overconvergent isocrystals with Fro-
benius structure.
For a liftable proper smooth morphism we establish the overconvergence
of direct images, owing to the first article and the existence of lifts of Fro-
benius. This result partially answers a conjecture of Berthelot on the over-
convergence of direct images of overconvergent F -isocrystals under a proper
smooth morphism.
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Introduction
Cet article est le troisie`me d’une se´rie de trois articles consacre´s aux
images directes d’isocristaux. Ici on e´tudie les images directes des F -isocristaux
dans le cadre «surconvergent». Par rapport a` [Et 7] ([Et 5, chap II]) on ajoute
donc une structure de Frobenius : tout le proble`me est d’obtenir de «bons»
rele`vements du Frobenius.
Soient V un anneau de valuation discre`te complet, de corps re´siduel
k = V/m de caracte´ristique p > 0, de corps des fractions K de caracte´ristique
0 et d’indice de ramification e, et S un k-sche´ma affine et lisse. Sur la base
S, la question du rele`vement du Frobenius est re´solue par le diagramme
(1.2.4), qu’il s’agit ensuite de «tirer en haut» par le morphisme propre et
lisse f : X → S.
Dans le cas ou` f est relevable, on arrive a` effectuer en parralle`le des
rele`vements du Frobenius et des bons choix de compactifications. D’ou` le
the´ore`me de surconvergence des images directes dans le cas relevable [the´o
(2.1)] : le point cle´ est de montrer que le Frobenius, sur les images directes
surconvergentes, est un isomorphisme ; par le the´ore`me de changement de
base on est ramene´ a` la meˆme proprie´te´ dans le cas convergent vue dans [Et
8, (3.3.1)] ou [Et 5, chap III, (3.3.1)]. Dans le cas ou` f est projectif lisse
relevable, ou X intersection comple`te relative dans des espaces projectifs sur
S, aborde´s au §3, ou fini e´tale au §4, on construit comme dans [Et 7, §3]
ou [Et 5, chap II, §3] des foncteurs Rifrig∗ sur la cate´gorie des F -isocristaux
surconvergents [the´ore`mes (3.1) et (4.1)].
Lorsque f est propre et lisse et que de plus
(i) ou bien f est ge´ne´riquement projectif relevable,
(ii) ou bien f est ge´ne´riquement projectif et X est intersection comple`te
relative dans des espaces projectifs sur S,
on utilise les re´sultats de [Et 8] : on est ainsi amene´ a` supposer k parfait,
e 6 p− 1 et a` se restreindre a` des F -isocristaux plats. Graˆce aux proprie´te´s
de descente e´tale des F -isocristaux surconvergents de [Et 4] et a` la pleine
fide´lite´ du foncteur d’oubli de la cate´gorie surconvergente vers la cate´gorie
convergente, e´tablie par Kedlaya [Ked 2], on prouve encore la surconvergence
des images directes [the´o (3.2)].
Dans le §5, ou` f est suppose´ seulement plongeable, on proce`de diffe´remment :
comme il n’y a plus de rele`vements globaux du Frobenius comme pre´ce´demment
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on utilise la fonctorialite´ des images directes pour construire un morphisme
de Frobenius ; il reste alors a` prouver que c’est un isomorphisme. Par un
re´sultat de Berthelot il suffit de voir que tel est le cas dans la cate´gorie
convergente : le the´ore`me de changement de base et un re´sultat de Bosch-
Gu¨ntzer-Remmert [B-G-R] nous rame`ne a` le ve´rifier aux points ferme´s de
S, pour lesquels l’assertion est connue [Et 8, (3.3.1.18)] ou [Et 5, chap III,
(3.3.1.18)]. Pour f plongeable on a ainsi des foncteurs images directes sur la
cate´gorie des F -isocristaux surconvergents [the´o (5.2)].
1. Frobenius
1.1. On fixe dans ce paragraphe 1 un entier a ∈ N∗ ; on pose q = pa. Pour
tout k-sche´ma S on notera FS le Frobenius de S induit par la puissance q
sur le faisceau OS.
On fixe un rele`vement σ : V → V de la puissance q sur k a` la manie`re de
[Et 4, I, 1.1].
Si S est lisse sur k et e 6 p − 1, on notera F a-Isoc†(S/K)plat la sous-
cate´gorie pleine de F a-Isoc†(S/K) forme´ des objets dont l’image par le fonc-
teur d’oubli
F a-Isoc†(S/K) −→ F a-Isoc(S/K)
est dans F a-Isoc(S/K)plat (cf [Et 8, 3.1] ou [Et 5, chap III, 3.1]).
1.2. Soit S un k-sche´ma affine et lisse. En utilisant les notations du [Et
6, the´o (3.1.3) (3)] ou [Et 5, chap I, the´o (3.4)(3)] il existe une V-alge`bre lisse
A telle que Spec A rele`ve S et un V-morphisme fini ψ relevant le Frobenius












Spec AT // Spec A
  jZ // Z
ou` les j sont des immersions ouvertes, ψ est fini,ψT est fini et plat, et Z est
un V-sche´ma propre, normal.
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Soit Aˆ le se´pare´ comple´te´ m-adique de A : c’est aussi le se´pare´ comple´te´
de AT , et on a un isomorphisme [Et 6, the´o (3.1.3) (2) (i)] ou [Et 5, chap I,
the´o (3.4)(2)(i)]
BT ⊗AT Aˆ ≃ Bˆ ≃ Aˆ























Spec AˆT = SpecAˆ ρA




ϕ est un rele`vement de FS.
Le morphisme diagonal Spec Aˆ −→ Spec Aˆ ×V Spec Aˆ est une immersion
ferme´e, donc Spec Aˆ est isomorphe a` son image sche´matique ∆ˆ par ce mor-
phisme. Conside´rons l’image sche´matique de ∆ˆ par le morphisme compose´








notons ∆ (resp. Z ′′) l’image sche´matique de ∆ˆ (resp. de ∆) par ρA × ρB
(resp. par jZ × jZ′). L’immersion ouverte j induit une immersion ouverte
j′′Z : ∆ →֒ Z
′′ [EGA I, (5.4.4)].
Montrons que ρ(∆ˆ) = ∆. Quitte a` de´composer la V-alge`bre lisse (donc
normale) A en somme de ses composantes connexes, on peut supposer A
inte`gre, donc inte´gralement clos : ainsi Aˆ est inte´gralement clos [Et 6, prop
(1.6) (4) (iv)] ou [Et 5, chap I, prop (1.6) (4) (iv)]. Soit I l’ide´al de Aˆ⊗V Aˆ
de´finissant ∆ˆ = Spec(Aˆ⊗V Aˆ/I) : comme Aˆ est inte`gre, I est un ide´al premier.
L’image de A par ρ est donc l’ensemble des ide´aux premiers de A⊗VB conte-
nant ρ(I) : c’est donc Spec(A⊗VB/ρ˜
−1(I)) ou` ρ˜ : A⊗VB → Aˆ⊗V Aˆ induit ρ ;
comme c’est de´ja` un sous-sche´ma ferme´ de Spec A×V Spec B, il est e´gal a` ∆.
En remarquant que ρn = ρ mod m
n+1 est l’identite´, ρn induit un isomor-
phisme
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Notons alors S,Z,Z ′,Z ′′ les sche´mas formels associe´s respectivement a`

















































  jZ // Z
ou` Z est propre sur V et normal et ψˆ est fini [Et 6, the´o (3.1.3)(3)] ou
[Et 5, chap I, the´o (3.4) (3)] ; FS est un rele`vement fini et plat du Frobe-
nius FS ; jZ , jZ′, jZ′′ sont des immersions ouvertes induites respectivement
par jZ , jZ′, jZ′′ ; i est l’immersion ferme´e induite par l’immersion ferme´e
Z ′′ →֒ Z ×V Z
′; vZ , vZ′ sont des morphismes propres par composition de
morphismes propres.
Avec les notations de [Et 7, (2.3.1)(2)] ou [Et 5, chap II, (2.3.1) (2)] soit
Vλ = Spm Aλ : il existe λ0 > 1 tel que, pour 1 < λ 6 λ0, Vλ est lisse sur K ;









Puisque (Vλ)λ de´crit un syste`me fondamental de voisinages stricts de SK
dans ZK , alors (W
′
λ)λ de´crit un syste`me fondamental de voisinages stricts de
SK dans Z
′
K [Et 7, prop (2.1.2)] ou [ Et 5, chap II, prop (2.1.2)]. Comme
vZ′ est e´tale au voisinage de S, il existe λ1 > 1 tel que pour tout λ, 1 <




→W ′λ induit par vZ′ [B 3, (1.3.5)].
De meˆme vZ qui est e´tale au voisinage de S, induit un isomorphisme entre
un syste`me fondamental de voisinages stricts de SK dans Z
′′
K et un syste`me
fondamental de voisinages stricts de SK dans ZK : par composition il existe











  // Vλ
ou` les fle`ches horizontales sont des immersions ouvertes et Vλ est lisse sur K.
2. Cas relevable
The´ore`me (2.1). Soient S un k-sche´ma lisse et se´pare´ et f : X → S un































ou` S est propre sur V, h est propre, h est propre et lisse et les j sont des
immersions ouvertes.
Soit E ∈ F a-Isoc†(X/K) et Eˆ = E son image dans F a-Isoc(X/K). Alors,
pour tout entier i > 0
(1) Ei := R
ifrig∗(X/S, E) ∈ F
a-Isoc†(S/K)
(2) Soient Eˆi = j
∗
S
(Ei), Ei = R
ifconv∗(X/S, E) et φEi : F
∗
S Ei → Ei,
φEi : F
∗
S Ei → Ei les isomorphismes de Frobenius. Le diagramme com-








































De´monstration. L’image inverse F ∗σ Ei par Frobenius s’obtient [B 3, (2.3.7)]
en appliquant le foncteur de changement de base
σ∗ : Isoc†(S/K) −→ Isoc†(S(q)/K)
puis le foncteur image inverse par le Frobenius FS/k : S → S
(q).
Comme σ est fixe´ on notera F ∗σ E = F
∗
S E. Il nous reste donc a` de´finir l’iso-
morphisme de Frobenius φEi de Ei.
Quitte a` de´composer S en somme de ses composantes connexes il suffit
de de´finir φEi sur chacune de ces composantes connexes. Soit Sα un ouvert
affine d’une composante connexe S0 de S : comme le foncteur
F a-Isoc†(S0/K) −→ F
a-Isoc†(Sα/K)
est pleinement fide`le [Et 4, the´o 4], il suffit de de´finir φEi sur Sα.
Soit jsα : Sα = Spec A0 →֒ S l’immersion ouverte et A une V-alge`bre lisse
relevant A0. D’apre`s (1.2.3) on a un diagramme commutatif de V-sche´mas









































ou` Sα = SpfAˆ, Sα est propre sur V, vS′α
et vSα sont propres, Fα est un
rele`vement fini et plat du Frobenius FSα de Sα, Fα est fini et les j sont
des immersions ouvertes. Notons jT α : Tα := Sα ×V S −→ T α := Sα ×V S
l’immersion ouverte et uα : T α −→ Sα, vα : T α −→ S les projections ; soient
T α (resp. Tα) la re´duction de Tα (resp. Tα) mod m et S˜α l’image sche´matique










iT α // T α
jS˜α est une immersion ouverte et les i des immersions ferme´es. On a alors un















  jS // S

























  // X
f

























































































































































































































































XαE) [B 3, (2.3.6), (2.3.2) (iv)]
→˜Rifαrig∗(Xα/Tα, j
∗
XαE) [[Et 7, the´o (3.4.4)]].

























// T α = Sα ×V S
,














ou` les fle`ches j sont des immersions ouvertes, on forme les diagrammes com-







  // Yα
hα



























  iTα // Tα
 
















































































































α ×V S → T α = Sα ×V S et vT ′α
:=















































ou` les j sont des immersions ouvertes et Sα → Tα une immersion.
On a un diagramme commutatif dont les carre´s verticaux sont carte´siens,






































































































en effet on peut appliquer [loc.cit.] car le morphisme propre vT ′α, e´tant e´tale
au voisinage de Sα, il induit [B 3, (1.3.5)] un isomorphisme entre un voisinage
12
strict de ]Sα[T ′′α
dans T
′′






α la re´duction de T
′′
α mod m, vTα la re´duction de vT α mod m et S˜
′′′
α
l’adhe´rence sche´matique de Sα dans T ′′α ; on a un diagramme commutatif ou`
les carre´s 1© et 2© sont carte´siens
(2.1.11)






























































  // T α
ou` les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. ferme´es). Posons
vα = vS˜α ◦ i
′′′.











′ : S˜ ′′′α →֒ S˜
′′
α. On
































ou` les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. ferme´es). Comme
vT α est e´tale au voisinage de Sα et que vα est propre on de´duit de [B 3, the´o
(1.3.5)] que vT αK induit un isomorphisme entre un voisinage strict de ]Sα[T ′′α
dans ]S˜ ′′′α [T ′′α
et un voisinage strict de ]Sα[T α dans ]S˜α[T α. Par suite [Et 7,



















Par composition des isomorphismes (2.1.8), (2.1.10) et (2.1.13) on obtient



























Si l’on prend l’image inverse de cet isomorphisme par jT ′α
: Tα → T
′
α,
on voit aise´ment en suivant les diagrammes pre´ce´dents que l’on obtient l’iso-













ou` l’on a, comme pour (2.1.5), un isomorphisme
(2.1.16) j∗SαR




Si FS˜α de´signe le Frobenius (puissance q) de S˜α, on notera X˜
(q/S˜α)
α le




































XαE) e´tant inde´pendant de la com-
pactification de X(q/Sα) choisie [B 5, (3.1.11), (3.1.12), (3.2.3)], nous choisi-
rons dore´navant X˜
(q/S˜α)
α [C-T, § 10] comme compactification de X(q/sα) au






















T α T α;
FXα/Sα de´finit par fonctorialite´ [B 5, (3.1.11) (ii), (3.1.12) (i)] ou [C-T,
(10.5.2)] un morphisme
(2.1.17)

























Par image inverse par jT α : Tα →֒ T α il fournit le morphisme en cohomo-
logie convergente, induit par FXα/Sα














Enfin, l’isomorphisme de Frobenius de E, φE : F
∗
X→˜E, fournit par fonc-
torialite´ un isomorphisme





ifα rig∗(Xα/T α, j
∗
XαE),
dont l’image inverse par jT α : Tα → T α est l’isomorphisme induit en coho-
mologie convergente par φE : F
∗
X E →˜ E ,








En composant les morphismes (2.1.14), (2.1.17) et (2.1.19) [resp. (2.1.15),
(2.1.18) et (2.1.20)] on obtient le morphisme de Frobenius souhaite´
(2.1.21) φEαi : F
∗
SαR
ifα rig∗(Xα/T α, j
∗
XαE) → R














qui est l’image inverse de φEαi par jT α].
D’apre`s [Et 8, the´o (3.3.1)] ou [Et 5, chap III, the´o (3.3.1)] φEαi est un
isomorphisme : nous allons en de´duire que φEαi est un isomorphisme, ce qui
ache`vera la preuve du the´ore`me.




































ou` jSα (resp. u
′
α) est la re´duction mod m de jSα : Sα →֒ Sα (resp. de
uα : Tα → Sα) : les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. ferme´es).
De meˆme le triangle commutatif






































ou` i et i′ sont des immersions ferme´es.
D’apre`s [B 3, (2.3.1)] le foncteur u∗αK induit une auto-e´quivalence de la
cate´gorie F a-Isoc(Sα/K) : en composant un foncteur quasi-inverse canonique
a` u∗K (cf. [B 5, (3.1.10)]) avec l’e´quivalence de cate´gories de [Et 8, cor (1.2.3)]
ou [Et 5, chap III, cor (1.2.3)] on constate que la donne´e de l’isomorphisme
φEαi correspond a` la donne´e d’un isomorphisme
φM :M
σ−˜→ M
de AˆK-modules projectifs de type fini commutant aux connexions.
De meˆme, d’apre`s [B 3, (2.3.5)] le morphisme propre v de (2.1.23) induit
l’auto-e´quivalence v∗ = u∗αk de Isoc
†(Sα/K) : en composant un foncteur quasi-
inverse a` v∗ avec l’e´quivalence de cate´gories de [B 3, (2 ;5 ;2) (ii)], on constate
que la donne´e du morphisme φEαi correspond a` la donne´e d’un morphisme
φM :M
σ −→M
de A†K-modules projectifs de type fini commutant aux connexions.



























ou` les fle`ches verticales sont les foncteurs d’oubli et les fle`ches horizontales
des e´quivalences de cate´gories : pour les notations et re´sultats cf. [Et 8, (1.1)










σ ∼ //M ,
donc G(φM) est un isomorphisme : par fide`le platitude de AˆK sur A
†
K on en
de´duit que φM est un isomorphisme. Par suite φEαi est un isomorphisme. 
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Remarque (2.2).
(i) En fait on a prouve´, plus pre´cise´ment, que le morphisme (2.1.17) in-
duit par FXα/Sα est un isomorphisme.
(ii) Pour construire le morphisme de Frobenius φEi nous n’avons pas sup-
pose´ l’existence d’un rele`vement a` S du Frobenius de S, contrairement
a` [C-T, 12.2].
3. Cas propre et lisse
The´ore`me (3.1). Soient S un k-sche´ma lisse et se´pare´ et f : X → S un k-
morphisme projectif et lisse satisfaisant aux proprie´te´s de [Et 7, (3.4.8.2), ou
(3.4.8.6), ou (3.4.9)] ( cf [Et 5, chap II, (3.4.8.2), ou (3.4.8.6), ou (3.4.9)]).
Alors
(3.1.1) Pour tout entier i > 0, on a un diagramme commutatif de foncteurs








Rifconv∗ // F a-Isoc(S/K)
ou` les fle`ches verticales sont les foncteurs d’oubli.
(3.1.2) Le foncteur Rifrig∗ pre´ce´dent est compatible aux changements de base
entre k-sche´mas lisses et se´pare´s (en particulier il commute aux passages aux










ou` S ′ est un k-sche´ma lisse et se´pare´ et E ∈ F a-Isoc†(X/K) on a un iso-




compatible aux connexions et aux Frobenius.
De´monstration.
Pour (3.1.1). Vu la de´finition locale sur S de Rifrig∗ [cf [Et 7, (3.4.8.5)])
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on peut supposer S affine lisse et connexe et se ramener au cas de [Et 7,
(3.4.8.2)] : alors f est relevable comme dans le the´ore`me (2.1) ci-dessus qu’il
suffit d’appliquer, d’ou` la conclusion.
Pour (3.1.2). Soient V = Spec A0
jU0
→֒S un ouvert affine de S et Y =
Spec B0 →֒
j′Y0
S ′ un ouvert affine de V ′ = S ′ ×S V ; on note ψV Y : Y → V ,
le morphisme induit par g. Soient A = V[t1, ..., tn]/(f1, ...fr) une V-alge`bre
lisse relevant A0, U = Spec A et U la fermeture projective de U dans P
n
V ,
S et S leurs comple´te´s formels respectifs, jS l’immersion ouverte S →֒ S,
et posons XV = X ×S V , et V = U mod.π. Si V (resp. Y ) parcourt un
recouvrement ouvert affine de S (resp. de V ′) alors Y parcourt un recouvre-
ment ouvert affine de S ′ ; or la donne´e de Rifrig∗(E) (resp. de g
∗Rifrig∗(E))
e´quivaut a` la donne´e des j∗VR











ifrig∗(XV /S, EXV ).
Puisque ψ := ψV Y est de type fini on peut choisir une pre´sentation B0 =
A0[x1, ..., xd]/(g1, ..., gs) de B0 sur A0 : notons Y (resp. Y) le comple´te´ formel
de AdU (resp. de P
d
U
), Y l’adhe´rence sche´matique de Y dans Pd
U
, ψ : Y → V le
morphisme canonique et jY : Y →֒ Y , jY : Y →֒ Y les immersions ouvertes ;
































Ainsi [B 3, (2.3.2) (iv)]
ψ∗Rifrig∗(XV /S, EXV ) = θ
∗









Rifrig∗(XV /S, EXV )
= θ∗Rifconv∗(XV /S, EˆXV ) [Et 7, (3.4.4)] ou [Et 5, chap II, (3.4.4)]
= ψ∗Rifconv∗(XV /S, EˆXV ) = ψ
∗(Rifconv∗(Eˆ)|V )
= (g∗(Rifconv∗(Eˆ))|Y
ou` Eˆ est l’isocristal convergent associe´ a` E.





′∗(E)) ≃ Rif ′conv∗(X
′




Or le the´ore`me [Et 8, (3.2.1)] ou [Et 5, chap III, (3.2.1)] fournit un iso-




donc par le the´ore`me de pleine fide´lite´ pour les F -isocristaux de Kedlaya




compatible aux connexions et aux Frobenius. 
The´ore`me (3.2). Soient S =
n∐
α=1
Sα un k-sche´ma lisse et se´pare´, de´compose´
en la somme de ses composantes connexes, et f : X → S un k-morphisme
propre et lisse ve´rifiant la proprie´te´ P suivante :
P
{
Il existe un ouvert dense U ⊂ Xquasi-projectifsur S tel que
pour tout α ∈ [[1, n]] on ait Sα\f(X\U) 6= φ.
Alors
(3.2.1) La proprie´te´ (P) e´quivaut a` dire que f est ge´ne´riquement pro-
jective, i.e. qu’il existe un ouvert dense V ⊂ S tel que l’application
fV : XV = XXSV → V induite par f soit projective et lisse.
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(3.2.2) Supposons k parfait, e 6 p − 1 et que le fV de (3.2.1) satisfait
aux hypothe`ses de [Et 7, (3.4.8.2), ou (3.4.8.6), ou (3.4.9)]. Si E ∈
F a-Isoc†(X/K)plat a pour image E ∈ F
a-Isoc(X/K), alors :
(i) E i = Rifconv∗(E) ∈ F
a-Isoc(S/K),
(ii) Il existe Ei ∈ F a-Isoc†(S/K), unique a` isomorphisme pre`s, tel que
E i soit l’image de Ei par le foncteur d’oubli
F a-Isoc†(S/K) −→ F a-Isoc(S/K)
Ei 7−→ Êi = E i.
De´monstration.
Prouvons (3.2.1). Si f est ge´ne´riquement projective et lisse on prouve facile-
ment qu’elle ve´rifie (P).
Re´ciproquement supposons que f ve´rifie (P).
Par le lemme de Chow pre´cis de Gruson-Raynaud [R-G, I, cor 5.7.14] il
existe un e´clatement U -admissible g : X ′ → X, avec X ′ quasi-projectif sur
S : en particulier g induit un isomorphisme
gU : U
′ = g−1(U) −˜→ U .
De plus, comme f et g sont propres, le morphisme compose´ f◦g : X ′ → X est
projectif [EGA II, (5.5.3) (ii)]. L’image du ferme´ Z := X\U par le morphisme




est non vide par hypothe`se : comme Sα est connexe et inte`gre, l’ouvert non
vide Vα := Sα\f(X\U) de Sα est dense, donc l’immersion ouverte j : V →֒ S
est dominante. D’autre part l’ouvert XV = X ×S V de X ne rencontre pas






Notons fV : XV → V la restriction de f ; le morphisme compose´ fV ◦ gV ,
restriction du morphisme projectif f ◦ g, est lui aussi projectif : ainsi fV est
projectif, d’ou` (3.2.1).
Prouvons le (3.2.2). Le (i) est mis pour me´moire, car prouve´ en [Et 8, (3.3.1)]












  j // S;




′∗(E)) =: E iV ,
ou` E de´signe l’image deE par le foncteur d’oubli F a-Isoc†(X/K)→ F a-Isoc(X/K),
E 7→ Eˆ = E .
Pour la suite de la de´monstration on peut supposer S connexe, inte`gre : quitte
a` restreindre V on peut supposer V affine, lisse et connexe, V = Spec A0.
On utilise alors les notations introduites dans la de´monstration du the´ore`me
(3.1) : jS : S = Spf Aˆ →֒ S. De plus fV se rele`ve en un morphisme projectif












ou` h est projectif [Et 6, the´o (3.2.1)] ou [Et 5, chap I, the´o (3 ;3)]. En
notant EiV = R
ifV rig∗(XV /S, j
′∗(E)), le the´ore`me (3.1) prouve que EiV ∈
F a-Isoc†(V/K). On peut appliquer le [Et 7, (3.4.4)] ou [Et 5, chap II, (3.4.4)]
qui fournit un isomorphisme
(3.2.2.2) ÊiV −˜→ E
i
V
compatible aux Frobenius. Par le the´ore`me 2 de [Et 4], les isomorphismes
(3.2.2.1) et (3.2.2.2) assurent l’existence de Ei ∈ F a-Isoc†(S/K) tel que
E i = Êi et EiV = j
∗(Ei).
L’unicite´ de Ei a` isomorphisme pre`s provient de la pleine fide´lite´ du foncteur
d’oubli F a-Isoc†(S/K)→ F a-Isoc(S/K) e´tabli par Kedlaya [Ked 2, theo 1.1].
D’ou` le the´ore`me. 
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4. Cas fini e´tale
The´ore`me (4.1). Soient S un k-sche´ma lisse et se´pare´ et f : X → S un





a-Isoc†(X/K) −→ F a-Isoc†(S/K)
et Rifrig∗(E) = 0 pour tout i > 1.
De´monstration. Soient S0 = Spec A0 →֒ S un ouvert affine et A1, A2 deux
V-alge`bres lisses relevant A0. On pose S1 = Spec A1, S2 = Spec A2 ; par
la me´thode du [Et 6, the´o (3.1.1)] ou [ Et 5, chap I, the´o (3.1)] on a des
compactifications S1 := P1, S2 := P2 de S1 et S2 et on note S0 l’adhe´rence
sche´matique de S0 plonge´ diagonalement dans S1×V S2. En de´signant par f0
la restriction de f a` X0 = f
−1(S0) et par S1, S2, S1, S2 les comple´te´s formels
de S1, S2, S1, S2 respectivement, le the´ore`me (3.1.1) de [Et 6] fournit des








  // Si
ou` hi est fini, hi est fini e´tale et re´le`ve f0 ; d’ou` deux cubes commutatifs




















S1 ×V S2 //
uSi
::




Par le the´ore`me [Et 7, (3.4.1)] ou [Et 5, chap II, (3.4.1)] on sait que pour
E ∈ Isoc†(X/K) et E0 sa restriction a` X0, alors R
if0rig∗(X0/S1, E0) et
Rif0rig∗(X0/S2, E0) sont e´le´ments de Isoc
†(S0/K) : de plus ils sont nuls pour
i > 1 car h1 et h2 sont finis. De plus le the´ore`me [Et 7, (3.4.4)] ou [Et 5, chap
II, (3.4.4)] fournit des isomorphismes de changement de base
u∗
Si





f0rig∗(X0/S1, E0)−˜→f0rig∗(X0/S2, E0) ,
et cet isomorphisme ve´rifie la condition de cocycles pour trois re´le`vements
S1, S2, S3 de S0.
Par suite f induit un foncteur
frig∗ : Isoc
†(X/K) −→ Isoc†(S/K)
puisque les constructions se recollent sur les ouverts de S. On pouvait aussi
conclure en appliquant [Et 7, (3.4.8)] ou [Et 5, chap II, (3.4.8)].
La construction du Frobenius e´tant locale, on peut, pour montrer que
frig∗ induit un foncteur
frig∗ : F
a-Isoc†(X/K) −→ F a-Isoc†(S/K),
supposer que S est affine et lisse. La construction du the´ore`me (2.1) s’ap-
plique ; le morphisme (2.1.17) est alors un isomorphisme car FX/S est un
isomorphisme puisque f est e´tale : la` on n’a pas besoin d’utiliser les re´sultats
de Ogus via le cas convergent (ou` l’on avait suppose´ e 6 p−1). On en de´duit
directement que φEi est un isomorphisme. D’ou` le the´ore`me. 
Remarque (4.1.1). Tsuzuki a aborde´ dans [Tsu 1, theo (2.6.3)] la construc-
tion de frig∗(X0/S,−) dans le cas fini e´tale, mais il n’e´tudie pas l’inde´pendance
par rapport a` S et ne prouve pas l’existence d’un V- morphisme fini relevant
le f0 ci-dessus.
The´ore`me (4.2). Soient S un k-sche´ma se´pare´ de type fini, E ∈ Isoc†(S/K)
et f : X → S un k-morphisme fini e´tale galoisien de groupe G.
(4.2.1) Si S est lisse sur k, alors, pour tout entier i > 0, on a des isomor-
phismes canoniques
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−˜→ (H irig(X/K, f
∗E))G.
(4.2.2) Si k est parfait, ou si S est affine et lisse sur k, alors, pour tout entier
i > 0, on a des isomorphismes canoniques




−˜→ (H irig,c(X/K, f
∗E))G.
(4.2.3) Si E ∈ F a-Isoc†(S/K) alors les isomorphismes de (4.2.1) et (4.2.2)
sont compatibles a` l’action du Frobenius.
De´monstration. Par additivite´ de la cohomologie rigide, avec ou sans sup-
ports, on peut supposer, pour le (1) et le (2), que S est connexe.
Pour le (4.2.1), la suite spectrale de Cˇech en cohomologie rigide nous rame`ne
a` S affine et lisse sur k, S = Spec A0. On choisit une V-alge`bre lisse A relevant
A0 et on reprend les notations utilise´es dans la preuve de (3.2.2) : il existe









  // S
et un syste`me fondamental (Vλ)λ = (Spm Aλ)λ de voisinages stricts de ]S[S















  // Vλ
  // SK
avec hK fini, hK et hλ finis e´tales galoisiens de groupe G [Et 7, (2.3.1)(2)] ou
[Et 5, chap II, (2.3.1)(2)].
(4.2.1.2) Soit Eλ un OVλ-module localement libre de type fini. Pour 1 < µ 6 λ
on note
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αλµ : Vµ →֒ Vλ , αλ : Vλ →֒ SK
α′λµ : Wµ →֒Wλ , α
′
λ :Wλ →֒ XK ,
les immersions ouvertes et on pose









































G −˜→ j† Eλ.
De´monstration du lemme (4.2.1.3).
(i) Comme Eλ est localement libre de type fini on a un isomorphisme
hλ∗ h
∗
λ(Eλ) −˜→ hλ∗ h
∗
λ(OVλ)⊗OVλ Eλ,
et l’action de G sur le membre de gauche se fait par l’interme´diaire de
hλ∗ h
∗
λ(OVλ) puisque G agit trivialement sur Eλ : on est ramene´ au cas
E = OVλ qui a e´te´ prouve´ dans la proposition [Et 7, (2.3.1)] ou [Et 5,
chap II, (2.3.1)].









λ Eλ [B 3, (2.1.4.7)]
≃ j†λ hλ∗ h
∗
λ Eλ [Et 7, (3.1.4.1)] ou [Et 5, chap II, (3.1.4.1)]
≃ hλ∗ h
∗
λ Eλ ⊗OVλ j
†
λ OVλ [B 3, (2.1.3)(ii)].




λ Eλ se fait par l’interme´diaire de hλ∗ h
∗
λ Eλ
puisque G agit trivialement sur j†λ(OVλ) : le (ii) re´sulte alors du (i).
(iii) La preuve est semblable a` celle du (ii) en utilisant cette fois [B 3,
(2.1.4.8)] et [Et 7, (3.1.4.2)] ou [Et 5, chap II, (3.1.4.2)]. D’ou` le lemme.

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Soit E ∈ Isoc†(S/K) : on choisit le Vλ comme ci-dessus de sorte qu’il
existe un OVλ-module localement libre et cohe´rent Eλ tel que j
†Eλ soit une
re´alisation de E.


















ou` la premie`re fle`che (resp. la deuxie`me) est un isomorphisme (resp. un quasi-
isomorphisme), ou` M := Γ(Vλ; j
†
λ Eλ) est un A
†
K-module projectif de type
fini a` connexion inte´grable [B 3, (2.5.2)], ou` Ω1Vλ/K est localement libre de
type fini sur le faisceau cohe´rent d’anneaux OVλ [Et 7, (2.3.1)(2)] ou [Et 5,
chap II, (2.3.1) (2)] et ou` Ω1
A†K
est un A†K-module projectif de type fini [Et 4,
1.3].
De meˆme la cohomologie rigide
H∗rig(S/K; frig∗ f
∗ E) (resp.H∗rig(X/K; f
∗ E))
est la cohomologie des complexes














































donc les complexes (4.2.1.5) et (4.2.1.6) sont quasi-isomorphes puisque hλ est
fini.
Compte tenu du lemme (4.2.1.3) les isomorphismes




→˜ H irig(X/K; f
∗E)G
s’e´tablissent comme [Et 1, (3.1.1)].
Pour le (4.2.2), comme la cohomologie rigide ne de´pend que du sche´ma
re´duit sous-jacent, on supposera S re´duit : si k est parfait il existe alors
un ouvert dense U →֒ S avec U affine et lisse sur k et Z := S \ U de dimen-
sion strictement plus petite que celle de S [Et 2, de´m. du the´o 3]. De plus
Hj(G,H irig,c(S/K, frig∗ f
∗E)) = 0 pour j > 1 [S 2, VIII, § 2, cor 1 de prop
4] ; par fonctorialite´ en E de la cohomologie rigide a` supports on en de´duit








// (H irig,c(U, fUrig∗f
∗
UE|U))
G // (H irig,c(S, frig∗f




Par re´currence sur la dimension on est ramene´ a` montrer l’isomorphisme du
(4.2.2) pour S affine et lisse sur k.
Reprenons les notations utilise´es pour la de´monstration du (4.2.1) et















  // Vλ Vλ \ SK .?
_iλoo
La cohomologie a` supports H∗rig,c(S/K;E)
[resp.H∗rig,c(S/K; frig∗ f
∗ E), resp.H∗rig,c(X/K; f
∗ E)]
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Le the´ore`me de changement de base pour un morphisme propre [Et 7,











































donc via (4.2.1.7) les complexes (4.2.2.3) et (4.2.2.4) sont quasi-isomorphes
puisque hλ est fini. L’isomorphisme (4.2.2) du the´ore`me (4.2) en re´sulte,
compte tenu de (4.2.1.3) (ii).
Pour le (4.2.3), on peut supposer S connexe affine et lisse sur V comme ci-
dessus, dont on reprend les notations ainsi que celles de [Et 7, (2.3.1)(2)] (cf













du Frobenius de A0 [resp. de B0] comme dans [Et 5, (1.2)] : par extension
des scalaires on en de´duit FAˆK : AˆK → AˆK et FBˆK : BˆK → BˆK . On a vu en
(1.2.4) qu’on dispose de carre´s carte´siens ou` Fλµ et F
′
λµ sont finis :
(4.2.3.1)







SK = Spm (AˆK)











XK = Spm (BˆK)
  // Vµ = Spm(Bλ) ;
plus pre´cise´ment, e´tant donne´ λ on trouve µ de la fac¸on suivante : en fixant
des ge´ne´rateurs {xi} de Bλ sur Aλ comme dans la preuve de [Et 7, (2.3.1)
(2)], les e´le´ments FBˆK (xi) sont entiers sur Aλ ⊂ A
†






Bλ′ : il existe donc µ, 1 < µ 6 λ tel que pour tout i on ait FBˆK (xi) ∈ Bµ.
Comme dans la preuve de [Et 7, (2.3.1) (2)] on peut aussi supposer que pour
tout i et tout g ∈ G on a gBˆK (xi) ∈ Bµ. Ainsi F
′
λµ : Wµ → Wλ (resp.
gλ : Wλ → Wλ est induit par FB† : B
† → B† (resp. gB† : B
† → B†) ; pour







il suffit de prouver le
Lemme (4.2.3.4).
gB† ◦ FB† = FB† ◦ gB† .
Or g ∈ G induit un morphisme gX : X → X tel que gX ◦ FX = FX ◦ gX ,


















































// B† ⊗A† .
Par l’e´quivalence de cate´gories B† 7−→ B0 de la cate´gorie des A
†-alge`bres
finies e´tales dans la cate´gorie des A0-alge`bres finies e´tales [Et 3, the´o 7], on



















Par composition on a prouve´ (4.2.3.4), donc (4.2.3.3).
Compte tenu de la commutation (4.2.3.3) et de la de´finition de la coho-
mologie rigide (resp. de la cohomologie rigide a` supports compacts) donne´e
en (4.2.1.4), (4.2.1.5), (4.2.1.6) [resp. en (4.2.2.2), (4.2.2.3), (4.2.2.4)] les iso-
morphismes (4.2.1) et (4.2.2) du the´ore`me (4.2) sont compatibles a` l’action
du Frobenius. 
Dans la preuve du the´ore`me (4.2) on a montre´ au passage :
Lemme (4.3). Si S est un k-sche´ma se´pare´ de type fini, f : X −→ S








(3) Si de plus E ∈ F a-Isoc†(X/K) les isomorphismes du (1) et (2) com-
mutent a` l’action de Frobenius.
Remarques (4.4).
(i) Les re´sultats du lemme (4.3) sont donne´s par Tsuzuki dans [Tsu 1, cor
(2.6.5) et (2.6.6)], sans pre´cisions de de´monstration, notamment pour le
(2) du lemme : nous y avons utilise´ le the´ore`me de changement de base
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pour un morphisme propre [Et 7, (3.3.2)] ou [Et 5, chap II, (3.3.2)], qui
n’est pas mentionne´ par Tsuzuki.
(ii) Le (4.2.2) du the´ore`me (4.2) est une e´tape essentielle pour e´tablir
la finiture de la cohomologie rigide a` supports compacts a` coefficients
dans un F -isocristal surconvergent unite´ a` partir de la finitude de la
cohomologie cristalline via la suite exacte longue de localisation en
cohomologie rigide, la preuve de cet isomorphisme crucial n’apparaˆıt
pas dans la de´monstration du the´ore`me 6.1.2 de [Tsu 1].
5. Cas plongeable
5.1. On suppose donne´ un diagramme commutatif
X











dans lequel f est un morphisme de k-sche´mas se´pare´s de type fini, h et ρ
sont des morphismes propres de V-sche´mas formels, h (resp. ρ) est lisse sur
un voisinage de X dans Y (resp. un voisinage de S dans T ), jY et jT sont des
immersions. De´signons par T (resp. Y ) l’adhe´rence sche´matique de S dans
T (resp. de X dans Y), f : Y → T le morphisme induit par h, iY : Y →֒ Y
l’immersion ferme´e, X1 := f
−1
(S) et f1 : X1 → S le morphisme induit par
f .
On note FS (resp. FX) le Frobenius de S (resp. de X) (e´le´vation a` la


























(S) = X ; alors,
pour tout entier i > 0, le morphisme f induit un foncteur
Rifrig∗(X/T ,−) : F
a-Isoc†(X/K) −→ F a-Isoc†(S/K).








ou` ρ′ est un morphisme propre de V-sche´mas formels, S ′ est un k-sche´ma
se´pare´ de type fini, j′ est une immersion et ρ′ est lisse sur un voisinage de
S ′ dans T ′. Alors le foncteur de (5.2.1) commute a` tout changement de base
se´pare´ de type fini S ′ → S : en particulier ce foncteur commute aux passages
aux fibres en les points ferme´s de S.
De´monstration.
Pour (5.2.1), soit (E, φ) ∈ F a-Isoc†(X/K) ; pour tout entier i > 0, on a



























Par composition de ces trois morphismes on obtient le Frobenius deRifrig∗(X/T , E)
(5.2.3) φi : F ∗SR
ifrig∗(X/T , E) −→ R
ifrig∗(X/T , E)
et il s’agit de prouver que φi est un isomorphisme : pour c¸a il suffit de prouver
que c’est le cas pour θi. On sait de´ja` que θi est un morphisme d’isocristaux
surconvergents : d’apre`s [B 3, (2.1.11) et (2.2.7)] il suffit de montrer que θi
induit un isomorphisme dans la cate´gorie convergente Isoc(S/K) ; d’apre`s [B-
G-R, 9.4.3/3 et 9.4.2/7] il suffit de le ve´rifier apre`s passage aux fibres de θi en
les points ferme´s s de S. Pour un tel point s notons V(s) = W (k(s))⊗W V et
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s /V(s), EX(q)s )





s /K(s), EX(q)s )





s /K(s), EX(q)s )




ou` les fle`ches verticales sont des isomorphismes ; or la fle`che horizontale
infe´rieure est un isomorphisme par [E-LS 1, prop 2.1, ou` il faut supposer
X lisse sur Fq dans le cas de la cohomologie sans support]. D’ou` (5.2.1).
L’assertion (5.2.2) re´sulte de [Et 7, (3.4.4)]. 
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